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Introduction au Transport Optimal (1/2)

B e P(X), ve P(Y) désignent respectivement les distributions et finale.
B c=c(x,y) est le colt de transport.

Le probleme de Transport Optimal (TO) est défini par

C ]

ou II(y,v) désigne I'ensemble des mesures y € Z(X x Y)

/V admettant 12 et v comme marginales, appelées plans de transport.
) Dualité

Etant un probléme de minimisation convexe, Z¢(u,v) admet
comme formulation le probléme de maximisation concave suivant

cly)dr(xy) ta. yem(uy)}
Y

X

el =sup] [ @0)dut) + [ w0 avy) ta. o0+ w() < e

ol ¢ et ¥ sont deux fonctions continues et bornées.
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Introduction au Transport Optimal (2/2)

X,Y supposés finis et eRX,p = (Bj) e RY désignent les distributions
et finale.
B TO Entropique : il s'agit d'un outil efficace pour calculer une approximation de

T (a,B) : €>0 étant fixé, le probléme de TO régularisé est donné par

T (a,B) = inf{(c | ) — eEntropie(y) t.q. y€ H(a,ﬁ)}
dont I'unique solution converge vers la solution de .7 (a, B) d'entropie maximale.
B Calcul de la solution de .7%(a,B) : les conditions d'optimalité s'écrivent ici
Yij = Ui Kjjvj

ou u; =exp(pi/e), vi=exp(y;/e) et K =exp(—cjj/€). On utilise I'algorithme de
Sinkhorn pour approximer la solution de 7¢(a,8): partant de u®=1Tx et v0 =1y,
on calcule de maniére itérative

a
uktl = et vitl = L, for keN.
K-Vk KT,uk+1
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Transport Optimal : 1 espéce
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From scalar to Multi-species Optimal Transport

Transport Optimal : 2 espéces

1 T T T T T T T
08l u=py+ o V=vi+YV N

| | |
0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

X=Y=[02]

B = +peP(X), v=vi+vae 2(Y).
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From scalar to Multi-species Optimal Transport

Transport Optimal : 2 espéces
1 T T T T T T T T

081 H=H1+ 2 i, 71 vV=vi+V2 .
06| S anre 1

041 S et |
0.2 €22,Y22
| | |
0O 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

X=Y=[02]

B = +peP(X), v=vi+vae 2(Y).
B Quatre coiits de transport différents c11, c12, 1, 0.

B .. .Et autant de plans de transport Y11, Y12, Y21, Y22
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Tableau récapitulatif

TO Multi-espéces

Distributions initiales

Distributions finales

Plans de transport

Primal : (2%1)

Dual : (%)

Conditions d'optimalité

TO Entropique
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Tableau récapitulatif

TO Multi-espéces

Distributions initiales

p=(pi)e #(X) ta. LiLpi€ P(X)

Distributions finales

v=(v;)e AT (Y)tq. L7, vie Z(Y)

Plans de transport

TIFHL  Yik = Mi

1'::()/U) E(A%forn()( X \/) t.q. 4{ )
MoHF L1 Vhj =V

Primal : (2%1)

H(pv)=inf Xii{cijlyi)

Dual : (%)

sup X7y (@i lpi) + X7, (w1 v)) t.a. i@y, <cj

Conditions d'optimalité

Pi®Y;=Cjj Yij-p-p.

TO Entropique

inf ;i (cjj | vij) — €Entropie(yy)
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Quelques résultats

Existence d'une solution dans le probléme primal (B.)

Si les coiits ¢;; sont minorés et semi continus inférieurement. Il existe y = (y;;) solution
de (@1)

Existence d'une solution dans le probléme dual (B.)

Si X et Y sont deux espaces métriques compacts et que ¢ = (c,-j) est continue, il existe
(@, w) solution de (21).

Dualité forte (B.)

Sous les conditions du théoréme précédent, il n'y a aucun saut de dualité entre () et
(21), autrement dit :

(21)=().
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B Transport Optimal scalaire : si (X, d) est un espace polonais, pour p€[1,00) et
c=dP, TP est une distance sur Z,(X).
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B Transport Optimal scalaire : si (X, d) est un espace polonais, pour p€[1,00) et
c=dP, TP est une distance sur Z,(X).

W Cas multi-espéces : setting ¢j; = dg, we make the following assumption

di(x,z) < djj(x,y) +di(y,z) (MTI)
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Comment obtenir une distance ?

B Transport Optimal scalaire : si (X, d) est un espace polonais, pour p€[1l,00) et
c=dP, TP est une distance sur Z,(X).

W Cas multi-espéces : setting ¢jj = dg, we make the following assumption

dik(x,2) < djj(x,y) + dix(y,2) (MTI)

Théoréme (B.)

Etant donné n? fonctions (d;;) définies sur X x X et a valeurs dans R telles que
[1] ¥(i,j) € [L, n]]?, d;; est symétrique.

[2] (MTI) est vérifiée pour tout (i,j, k)€ [[1,n]]® et (x,y,z) € X3.

[3] Vi€[[1,n],Vx € X,d;i(x,x)=0.

[4] Y(i,j) € [[1,n])%i #j,¥(x,y) € X x X, d;j(x,y) #0.

Alors # (,v)'/P est une distance sur PR(X).
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Simulations numériques

_1
1= 5B 0]
1 o T
vi=50 u \
1=39%n ,’,Vl V3
1
= ®o—— 9|
Vo 25}/2 "‘ t t ’l
7
_y1=(—t,0) \\ ,’
y2=(t,0) et
t=1 t=0.75 t=05 t =025 t=0

Figure: Partitions de u pour cing t€[0,1] (p=1.5,p'=3)
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B X est un espace métrique compact et m une mesure de référence i.e. u; < m pour

i=1,...,N.
B = (p,...,un) € L1(X,m)N sont les distributions initiales de biens dans la région
X.

(22) =5UP{ }

DA
14 /34

AU APFr = <=



B X est un espace métrique compact et m une mesure de référence i.e. u; < m pour

i=1,...,N.
B = (p,...,un) € L1(X,m)N sont les distributions initiales de biens dans la région
X.

B v=(vy,...,vn) €., (X)N sont les distributions finales de biens dans la région X.

(%)=sgp{ t.q. ui(X)=Vi(X)}-
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Probléme primal

B X est un espace métrique compact et m une mesure de référence i.e. u; < m pour

i=1,...,N.
W u=(u,...,un) € LY(X,m)"N sont les distributions initiales de biens dans la région
X.

B v=(vy,...,vn) € .//l+(X)N sont les distributions finales de biens dans la région X.
B 7% =% (v) est I'utilité moyenne (la somme des préférences de chaque agent se
trouvant en x).

Probléme primal

(72) =sup{% (v) ta. pi(X)=vi(X)}.

v
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Probléme primal

B X est un espace métrique compact et m une mesure de référence i.e. u; < m pour

i=1,...,N.
W u=(u,...,un) € LY(X,m)"N sont les distributions initiales de biens dans la région
X.

B v=(vy,...,vn) € .//l+(X)N sont les distributions finales de biens dans la région X.
B 7% =% (v) est I'utilité moyenne (la somme des préférences de chaque agent se
trouvant en x).

N
B 7 (u,v)=YX T (ui,vi) est le colit de transport entre u et v.
=1

1=

Probléme primal

(22)=sup{ % (v) = 7 (1) ta. wi(X)=vi(X)}.

v
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Quelques mots sur ['utilité

U:(x,B)eXxRN — U(x, B) e RU{—oc} est la préférence de I'agent se trouvant en x.

BVi=1,...,N,c est continu, positif et cj(x,x) =0 pour tout x € X.
B m-p.p.x € X, U est semi continue supérieurement, concave et monotone.

B (x,B) — U(x,B) est sous-linéaire en B uniformément par rapport x € X.

Exemple : pour ai,---,an >0 tels que Zf\il aj<1l et p=p(x)>0 un poids,

2

U(x, B(x)) = p(x) 1_[ (Cobb-Douglas)

=1
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Un exemple avec un seul bien

Echanges économiques entre 9 villes : 1 bien
Distribution initiale Distribution finale

Plan de transport optimal

A B B
4 ° : :‘L
0 5 1 = L
%\)123 -}’ 3= + e g *912.3 _) 3= ‘ d -G
Yo 4> \ e > \ P
w » w »
\ \ S S
\ \ R
X L A
1 1 D
M M N
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(%) = sgp{%(v) - 7 (wv) ta. m(X)=vi(X)}.
Le probléme de maximisation (£?;) admet au moins une solution dans L1(X,m).

«4O>» «Fr «=)r» «E)»
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(22) =sup{ % (v) = 7 (¥) ta. p(X)=vi(X)}.

Le probléme de maximisation (£?;) admet au moins une solution dans L1(X,m).

Preuve : N =1, en utilisant la méthode directe du calcul des variations, partant d'une

suite maximisante v = ”-m, on en extrait une sous-suite (toujours notée v") qui
admet la limite suivante

«O> «F>r «=)» «
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(22) =sup{ % (v) = 7 (¥) ta. p(X)=vi(X)}.

Le probléme de maximisation (£?;) admet au moins une solution dans L1(X,m).

Preuve : N =1, en utilisant la méthode directe du calcul des variations, partant d'une
suite maximisante v = ”-m, on en extrait une sous-suite (toujours notée v") qui
admet la limite suivante

v =V

/\ Vv peut ne pas appartenir a L}(m) A
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Existence of a minimizer

Pour venir a bout de cette difficulté, partant de v, on construit un autre candidat
admissible ¥ qui fait augmenter % et diminuer 7 (y,.). Soit %€ L! et v® € .4, (X)
tels que v¥ L m et

v=p7-m+v° (Radon-Nikodym)
Soit y € IT(y, v) optimal entre p et v. On le décompose en

Y =YIXxATY|XxAc
—_—— —\—
y? s
ou A vérifie v*(A) = m(A°) =0. En posant
Y =77 +(ld,1d) # [proj; #y°]- m,

la seconde marginale de ¥ est solution de () si c=0 et c(x,x) =0 pour tout x € X.
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Duality

Le probléme (£7;) apparait naturellement comme étant le probléme dual d'un probléme
de minimisation convexe :

(22) =inf{# (0)+ ¥ (0) ta. e C(X,R)"}
ou
yAU) Z (p "dy;, and (¢ /VX(pl coon(x))dm(x)
et V(x,¢)=sup{U(x,B)- XN, Bipi: peR)}.

Théoréme (Dualité (B., Carlier, Nazaret))

Il n'y a aucun saut de dualité entre (%7,) et (%), i.e
(22) = (22).
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Probléme entropique et algorithme

B X est fini et m est la mesure de comptage sur X.
=-¢°(x)
(Z2)=_inf Z V(y.o(y Z 2 @i(x max{w.(y) ci(xy)l.

‘P‘ERXXN i=1xeX

i(y)-ci(x, y))

(Z:) = mf Zquo )+sZZa, Iog(Ze :

PeR i=1xeX yeX

(Z¢) peut étre réécrite en considérant la formulation convexe suivante

(Z) = ('p"uf, (o, y)

Vi) +i(¥)=¢;(oy)

N
ot (g, )= Y V(y,9(y) ZZ“: i(x)+e), Y e ¢

yeX i=1xeX i=1(x,y)eX?

dont la solution est calculée par une descente de gradient coordonnée par, coordonnée.
20/34



Interprétation économique

Soient (B, ¢) optimaux dans () et (Z2). Alors on a un équilibre économique pour la
dotation initiale w =(@° | a)+{@| B) (= T-(a,B)) dans le sens ou:
B Les vendeurs en x maximisent leurs profits en exportant leurs biens a(x):

profit unitaire;(x) = max ei(y)-ci(xy) (=-¢7(x))
profits totaux(x) = (profit unitaire(x) | &(x))

B Les acheteurs en y ont une dotation initiale w(y) et achétent B;(y) de la maniére
suivante :

profits d'exportation

——~
Pily) = argmaxq U(y,B) t. (1)< (-o°(V)laly)) +wly)

revenu total

B Libre marché : il existe un plan de transport optimal pour toutes les distributions

finales.
21/34



(X,c)

Echanges économiques entre 9 villes : 2 biens

Plan de transport optimal #1

Plan de transport optimal #2

S XK
AR

0.6 1

0.44

0.24

0.0-

0.5

0.4

0.34

0.24

0.1+

0.0-

Prix #1
B L M P S R A DN
Prix #2
B L M P S R A DN
(=) = E E DAl
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Perspectives (1/2)

B Prendre comme co(it de transport des biens un colt multi-espéces :

Te(bivi) — A (,v).

H[V12

B Retirer la contrainte de préservation de la masse et intégrer un Transport Optimal
non équilibré (unbalanced).

B Dans le cas oi 'espace X est un compact de R?, proposer un modéle dynamique.

23/34
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Formulation variationnelle (non) convexe

Monsaingeon & Vorotnikov (2021) ont proposé le modéle suivant : étant donné Sp,
51 €8, ils considérent la formulation non convexe

1
inf{%f Tr(Uy StUr)dt t.q. 05t = (StUt)™™, St=0 = So et St=1 = 51}.
0

B Changement de variables : (S,U) — (S,R = SU) et ainsi le probléme ci-dessus
se transforme en le probléme convexe suivant

1
inf{ f A(St,Re)dt t.q. 8¢S = RY'™, St=0 = So and Sy1 = 51} (Ps3)
0
ou
A(S,R)={ 3Tt(R*STR) if S€ S, and im(R) <im(S)

+00 sinon.

26 /34



S

DHa
27 /34



S

DHa
27 /34



Dualité

1
(Ps)=  sup {Tr(SlQl) Tr(SoQu) tel que 8:Q+ Q= o} (D3)
QeCi([0,1],) 2

Conditions d’optimalité : (S,R,Q) e C1([0,1],S x R™" x S) sont optimaux dans les
problémes (P3) et (D3) si et seulement si

St=0= S0, St=1=51

0:5=(SQ)™™

0:Q+3Q*=0

TrS(0:Q+3Q?%) =0

Rang un : pour deux matrices SDP de rang 1, notées Sp = sps; et S; =515, une
géodésique pour la distance de Bures-Wasserstein est donnée par

def. * < def.
St = sts; ou sp = (1—t)sp+ tsy. 2734



Matrices de rangs égaux
B A toute S€ S, est associée une mesure gaussienne centrée de variance S :
8++35‘—’IJ/S€<@(R,’)

et il y a une isométrie entre (S, dgw) et (Gaussiennes, .7) [McCann 1996,
Takatsu 2008].
B La géodésique entre g, et s, est donnée par py =[(1—t)ld+tA]#pus, ou

ANe. Sy et ASoA=S;. (Eq. de Riccati)
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[Fujii, 2018].
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Takatsu 2008].

B La géodésique entre g, et s, est donnée par py =[(1—t)ld+tA]#pus, ou

ANe. Sy et ASoA=S;. (Eq. de Riccati)

B Si on suppose que ker(Sp) < ker(Sy), I'équation de Riccati admet une solution SDP
[Fujii, 2018].

B (B., Vialard) Si de plus, rank(Sp) =rank(S;) =d, a toute solution SDP de
I’équation de Riccati est associée une géodésique entre Sy et S; donnée par

Se=[(1-t)ld+tA]So[(1—t)Id+tA]"

28 /34



1/2
déW(SO, 51) =TrSo+TrS5;-2Tr (53/25153/2) /

Bures-Wasserstein sur S

«4O> «F>» «=)r» «=)>»

DA
20/34



1/2
BBy (50,51) = Tr o+ Tr 1 2T (5/25153/2) "

Bures-Wasserstein sur Sy

TO non équilibré scalaire

«O> «F>r «=)» «

it
v

Do
20/34



Plan

Bures-Wasserstein sur S,

)1/2

d2y(S0,51) = Tr So+ TrS1 —27Tr S5/2515,/°

Formulation variationnelle

TO non éqtullbre SDP‘ convexe de dgyy

5

| €

Q. &
S
@

TO non équilibré scalaire‘ . -
Formulation variationnelle

non convexe de dgy/
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TO non équilibré et distance de Bures-Wasserstein

B Transport Optimal non équilibré : étant donné pg et p; deux mesures finies sur
Q un domaine de RP, on s'intéresse a la minimisation de la fonctionnelle

|(01:(X)|2 - |(t(X)|2

o pe(x) o pt(x)

1 rl
Action(p,w,{) = 5[ ( dx) dt.
0

sous la contrainte de I’équation de continuité avec terme source suivante
Otp+divxw={ et pi=0=po, Pt=1=pP1.
B De R, a S, : formellement on remplace les trois variables

p— w— M, {—X,

S, MR) = % f

01 ( fg Tr (a7 (x). 1 () M(x)) + T (%5 (x).7 () 0(x)) dx) il

atY+divx.///5ym=<%sym et yt:ozyo,yt:]_:ylt

30/34



TO non équilibré et distance de Bures-Wasserstein

B Transport Optimal non équilibré : étant donné pg et p; deux mesures finies sur
Q un domaine de RP, on s'intéresse a la minimisation de la fonctionnelle

lwe(x)12 1e(x)1?
o pe) o 00

1 r!
Action(p,,{) = 5[ ( dx) dt.
0

sous la contrainte de I’équation de continuité avec terme source suivante
0tp+diviw=_ et pi=0=po, Pt=1 = P1-

B De R, a S, : etsi Q est réduit a un singleton (ou s'il n'y a aucun mouvement) :

1 1!
(7t ) =5 [ [ Telse AR G0) + Te (7 0.7 0124 00) s e

atf+W=%sym et Si-0=S, Si=1=A.
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Plan

Bures-Wasserstein sur S,

)1/2

d2y(S0,51) = Tr So+ TrS1 —27Tr S5/2515,/°

Formulation variationnelle

TO non éqtullbre SDP‘ convexe de dgyy

5

| €

Q. &
S
@

TO non équilibré scalaire‘ . -
Formulation variationnelle

non convexe de dgy/
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Plan

Bures-Wasserstein sur S,

)1/2

d2y(S0,51) = Tr So+ TrS1 —27Tr S5/2515,/°

Formulation variationnelle
convexe de dgw

TO non équilibré SDP‘

S v
b 5
~ 1
| T &
Q S’ aucun d’ ________ - g
épl /
Placement s
S
=

TO non équilibré scalaire‘ . -
Formulation variationnelle

non convexe de dgy/
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B FEtendre a I'ensemble des matrices SDP les résultats exploitant I'équation de
Riccati.

B Etudier numériquement le probléme dynamique de transport de matrices SDP.

B Existe-t-il une formulation statique (3 la Kantorovich) du probléme dynamique ?

Do
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Merci pour votre attention.
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